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Аннотация. Мақолада LM-ML=I коммутацион муносабатни қаноатлантирувчи чизиқли 
операторлар жуфтлиги учун юқори тартибли Lmu=0 операторли тенгламанинг ечимлари 
ўрганилади. Бундай ечимлар учун Альманси типидаги ягона ёйилма исботланиб, унинг 
компонентлари учун ошкор формула олинган. Ушбу натижа асосида бир ўзгарувчи бўйича 
полианалитик, иккинчи ўзгарувчи бўйича голоморф бўлган функциялар коэффициентлари 
полианалитик бўлган умумлаштирилган Хартогс қаторларига ёйилади. Бундай қаторларнинг 
коэффициентлари голоморф бўлмагани сабабли классик Хартогс леммасини уларга бевосита 
қўллаб бўлмайди; шу боис яқинлашиш соҳаси компонентлар орқали аниқланади. Яқинлашиш 
радиусини ифодаловчи функциянинг юқоридан регуляризацияси субгармоник экани, 
яқинлашиш соҳаси псевдоботиқ Хартогс соҳаси бўлиши ва функция ушбу соҳага давом 
эттирилиши исботланган. Натижалар ошкор мисол ва чизмалар билан кўрсатилган. 
Калит сўзлар: Хартогс қатори, полианалитик функция, Альманси ёйилмаси, операторли 
тенглама, Вейль муносабати, субгармоник функция, псевдоботиқ соҳа, голоморф давом 
эттириш. 
 
Аннотация. В статье изучаются решения операторного уравнения высокого порядка Lᵐu = 0 
для пары линейных операторов, удовлетворяющих коммутационному соотношению LM – ML 
= I. Для таких решений доказано единственное разложение типа Альманси и получена явная 
формула для его компонент. На этой основе функции, полианалитические по одной 
переменной и голоморфные по другой, разлагаются в обобщённые ряды Хартогса с 
полианалитическими коэффициентами. Поскольку коэффициенты таких рядов не являются 
голоморфными, классическая лемма Хартогса к ним непосредственно неприменима, и 
поэтому область сходимости определяется через компоненты. Доказано, что регуляризация 
сверху функции, описывающей радиус сходимости, субгармонична, область сходимости 
является псевдовыпуклой областью Хартогса, а функция продолжается в эту область. 
Результаты проиллюстрированы явным примером и рисунками. 
Ключевые слова: ряд Хартогса, полианалитическая функция, разложение Альманси, 
операторное уравнение, соотношение Вейля, субгармоническая функция, псевдовыпуклая 
область, голоморфное продолжение. 
 
Abstract. The paper studies solutions of the higher-order operator equation Lmu=0 for a pair of linear 
operators satisfying the commutation relation LM-ML=I. A unique Almansi-type decomposition is 
proved for such solutions, with an explicit formula for its components. On this basis, functions that 
are polyanalytic in one variable and holomorphic in another are expanded into generalized Hartogs 
series with polyanalytic coefficients. Since the coefficients are not holomorphic, the classical Hartogs 
lemma cannot be applied directly, and the domain of convergence is therefore determined through 
the components. It is proved that the upper regularization of the function describing the radius of 
convergence is subharmonic, that the domain of convergence is a pseudoconvex Hartogs domain, and 
that the function extends to this domain. The results are illustrated by an explicit example and figures. 
Keywords: Hartogs series, polyanalytic function, Almansi decomposition, operator equation, Weyl 
relation, subharmonic function, pseudoconvex domain, holomorphic extension. 
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КИРИШ 
Хартогс қаторлари кўп ўзгарувчили комплекс анализнинг асосий 

воситаларидан бири ҳисобланади. Ф.Хартогс ўзининг 1906 йилдаги асосий 
ишида [1] D×{|w|<r} соҳада голоморф функцияни битта ўзгарувчининг 
даражалари бўйича 

  (1) 
қаторга ёйиб, унинг яқинлашиш соҳасини ўрганган. Бу ерда ck(z) 

коэффициентлар D соҳада голоморф функциялардир. z нуқтадаги 
яқинлашиш радиуси 

  (2) 
формула билан аниқланади. Хартогснинг асосий кузатуви шундан 

иборатки, -log R функциянинг юқоридан регуляризацияси 
плюрисубгармоник бўлади; бу эса Хартогс қаторининг яқинлашиш соҳаси 
псевдоботиқ эканини англатади. Ушбу кузатув кейинчалик 
псевдоботиқлик назарияси ва Леви муаммосининг ечимига асос 
бўлди[8;10]. 

Анализнинг бошқа йўналишида юқори тартибли тенгламалар 
ечимларининг тузилиши ўрганилган. Э.Альманси 1899 йилда 
полигармоник функцияларни гармоник функциялар орқали ифодалаш 
формуласини топган [2], М.Б.Балк эса полианалитик функциялар учун u=Σ z ̄ 
jhj кўринишидаги ёйилмани тизимли ўрганган [4]. Иккала натижа ҳам 
умумий схемага бўйсунади: Lmu=0 тенгламанинг ечими L операторнинг 
ядросидан олинган функциялар ва махсус «кўпайтирувчи» оператор орқали 
ифодаланади. 

Бу схема операторлар назарияси тилида бир неча йўналишда 
ривожлантирилган. А.О.Гельфонд ва А.Ф.Леонтьев умумлашган 
дифференциаллаш операторини киритиб, унга мос умумлашган Тейлор 
қаторларини ўрганганлар [7]. Д.Пшеворска-Роловичнинг алгебраик 
анализида ўнгдан тескариланувчи операторлар учун Тейлор формуласи 
абстракт кўринишда олинган [5], В.В.Карачик эса Лаплас операторига 
нисбатан нормаланган функциялар системасини қуриб, унинг 
татбиқларини кўрсатган [6]. 

Мазкур мақоланинг тадқиқот муаммоси ушбу икки йўналишнинг 
туташ нуқтасида жойлашган. Агар u(z,w) функция z бўйича юқори тартибли 
операторли тенгламани қаноатлантирса ва w бўйича голоморф бўлса, у 
ҳолда унинг w бўйича Хартогс қатори коэффициентлари голоморф 
бўлмайди. Масалан, иккинчи тартибли полианалитик 1-|z|2=1-zz̄ функция 
учун log|1-|z|2| функция z=0 нуқтада локал максимумга эришади, демак 
субгармоник эмас. Шу сабабли классик Хартогс леммасини бундай 
қаторларга бевосита қўллаб бўлмайди ва уларнинг яқинлашиш соҳасини 
аниқлаш алоҳида масалага айланади. 
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Тадқиқотнинг мақсади – LM-ML=I муносабатни қаноатлантирувчи 
операторлар учун Lmu=0 тенглама ечимларининг умумлаштирилган 
Хартогс қаторларига ёйилмасини қуриш ва бундай қаторларнинг 
яқинлашиш соҳасини тавсифлашдан иборат. Бунинг учун қуйидаги 
вазифалар ҳал қилинади: абстракт Альманси типидаги ёйилмани исботлаш 
ва унинг компонентлари учун ошкор формула олиш; полианалитик-
голоморф функцияларни умумлаштирилган Хартогс қаторига ёйиш; 
яқинлашиш соҳасининг псевдоботиқлигини ва функциянинг ушбу соҳага 
давом эттирилишини исботлаш. 

Ишнинг илмий янгилиги шундаки, унда Альманси типидаги ёйилма 
фақат Вейль муносабатига таянган ҳолда ягона алгебраик схемада 
исботланган ва шу асосда коэффициентлари голоморф бўлмаган Хартогс 
қаторлари учун яқинлашиш соҳасини тавсифлаш усули таклиф этилган. 

 
МАВЗУГА ОИД АДАБИЁТЛАР ТАҲЛИЛИ 
Хартогс қаторлари назарияси Ф.Хартогснинг [1] ишидан бошланади. 

Унда яқинлашиш радиусининг логарифми билан боғлиқ функциянинг 
плюрисубгармониклиги ва алоҳида голоморф функцияларнинг биргаликда 
голоморфлиги ҳақидаги машҳур теорема исботланган. Бу натижаларнинг 
замонавий баёни Б.В.Шабат [8], В.С.Владимиров [9] ва Л.Хёрмандер [10] 
монографияларида келтирилган. Алоҳида аналитик функциялар 
назариясининг кейинги ривожи М.Ярницкий ва П.Пфлюгнинг 
монографиясида умумлаштирилган [14]. 

Плюрипотенциал назария доирасида Хартогс қаторлари ва уларнинг 
давом эттирилиши масалалари ўзбек математика мактабида фаол 
ўрганилган. А.Садуллаевнинг плюрисубгармоник ўлчовлар ва сиғимларга 
бағишланган шарҳ мақоласи [12] бу соҳанинг асосий манбаларидан бири 
бўлиб, унда плюрисубгармоник функцияларнинг экстремал хоссалари 
тизимли баён этилган. А.Садуллаев ва С.А.Имомқулов параллел кесимларда 
нозик махсусликларга эга бўлган голоморф ва плюригармоник 
функцияларни давом эттириш масаласини ҳал қилганлар [13]. 
Плюрипотенциал назариянинг умумий баёни М.Климек [11] ва 
А.Садуллаев[16] монографияларида берилган. 

Юқори тартибли тенгламалар бўйича классик натижа Э.Альманси 
теоремасидир [2]: Δmu=0 тенгламанинг ҳар қандай ечими u=Σj<m|x|2jhj 
кўринишда ифодаланади, бунда hj – гармоник функциялар. Н.Ароншайн ва 
ҳаммуаллифларининг монографиясида бу натижа полигармоник 
функциялар назарияси доирасида ривожлантирилган [3]. Полианалитик 
функциялар учун ўхшаш ёйилма М.Б.Балк томонидан тизимли 
ўрганилган[4]. 

Операторли ёндашув доирасида А.О.Гельфонд ва А.Ф.Леонтьев 
умумлашган дифференциаллаш оператори ва унга мос қаторларни 
киритганлар [7], Д.Пшеворска-Ролевич эса ўнгдан тескариланувчи 
операторлар учун Тейлор–Гончаров формуласини абстракт шаклда олган 
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[5]. В.В.Карачик Лаплас операторига нисбатан нормаланган системалар 
ёрдамида полигармоник тенгламалар учун ошкор формулалар топган [6]. 

Адабиётлар таҳлили шуни кўрсатадики, Хартогс қаторлари назарияси 
голоморф коэффициентлар учун тўлиқ ишлаб чиқилган, юқори тартибли 
операторли тенгламалар ечимларининг тузилиши ҳам алоҳида ўрганилган. 
Бироқ коэффициентлари юқори тартибли тенглама ечимлари бўлган 
Хартогс қаторларининг яқинлашиш соҳасини тавсифлаш масаласи етарли 
даражада ёритилмаган. 

 
ТАДҚИҚОТ МЕТОДОЛОГИЯСИ  
Тадқиқотда алгебраик анализ усуллари (коммутатор айниятлари), 

плюрипотенциал назария воситалари (Хартогс леммаси, юқоридан 
регуляризация) ва Хартогснинг алоҳида голоморфлик ҳақидаги теоремаси 
қўлланилади. 

1-таъриф. X чизиқли фазода аниқланган L,M:X→ X чизиқли операторлар 
жуфтлиги, агар 

  (3) 
тенглик бажарилса, Вейль жуфтлиги дейилади, бунда I – бирлик 

оператор. 
Бу муносабат квант механикасидаги каноник коммутацион 

муносабатнинг алгебраик аналогидир. Энг содда мисол – X=C∞(mathbb{R}) 
фазода L=d/dx ва M=x операторлари. Асосий мисол сифатида L=∂/partialz̄ ва 
M=z̄ операторларини оламиз: ҳақиқатан, ихтиёрий силлиқ f учун ∂(z ̄ 
f)/partialz̄-z̄ ∂ f/partialz̄=f. 

Биз 
  (4) 
кўринишидаги тенгламани ўрганамиз ва уни m-тартибли операторли 

тенглама деб атаймиз. L=∂/partialz̄ ҳолда (4) тенгламанинг ечимлари m-
тартибли полианалитик функциялардир. 

Белгилашлар: D⊂ℂ – соҳа, Δr={w∈ℂ:|w|<r}; v*(z)=lim supzeta→ zv(zeta) – v 
функциянинг юқоридан регуляризацияси; PSH(D) – D даги 
плюрисубгармоник (бир ўлчовли ҳолда субгармоник) функциялар синфи. D 
устидаги тўлиқ Хартогс соҳаси деб {(z,w):z∈ D, |w|<ρ(z)} кўринишидаги 
соҳага айтилади. 

Исботларда қуйидаги маълум тасдиқдан фойдаланилади. 
Хартогс леммаси [10; 11]. Ω⊂ℂn соҳада uk плюрисубгармоник функциялар 

кетма-кетлиги локал текис юқоридан чегараланган ва ҳар бир z∈Ω да lim 
supk uk(z)≤ C бўлсин. У ҳолда ихтиёрий K⊂Ω компакт ва ε>0 учун шундай k0 
топиладики, k≥ k0 да supK uk≤ C+ε бўлади. Бундан ташқари, (lim supk uk)* 
функция плюрисубгармоник ёки айнан -∞ га тенг. 

2-таъриф. Коэффициентлари m-тартибли полианалитик 
функциялардан иборат бўлган Σk ck(z)wk қаторни m-тартибли 
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умумлаштирилган Хартогс қатори деб атаймиз. Агар ck(z)=Σj<mz̄ jajk(z) бўлса, 
(a0k,…,am-1,k) функцияларни қаторнинг голоморф компонентлари деймиз. 

 
ТАҲЛИЛ ВА НАТИЖАЛАР 
1-лемма. (L,M) – Вейль жуфтлиги бўлсин. У ҳолда ихтиёрий j≥ 1 учун 
  (5) 
айният ўринли. Агар h∈ker L бўлса, у ҳолда 

  (6) 
Исбот. (5) айният j бўйича индукция билан исботланади: j=1 да у (3) 

нинг ўзи. Агар у j учун ўринли бўлса, LMj+1-Mj+1L=(LMj-MjL)M+Mj(LM-
ML)=jMj+Mj=(j+1)Mj. (6) ни исботлаш учун h∈ker L эканидан LMjh=jMj-1h ни 
оламиз ва уни k марта кетма-кет қўллаймиз. 

1-теорема (Альманси типидаги ёйилма). (L,M) – Вейль жуфтлиги ва u∈ 
X функция (4) тенгламани қаноатлантирсин. У ҳолда u ягона усулда 

  (7) 
кўринишда ифодаланади, бунда компонентлар қуйидаги ошкор формула 

билан аниқланади: 

  (8) 
Исбот. T=Σs=0m-1(-1)s/s!MsLs операторни киритамиз. Аввал Lpu=0 (p≥ m) 

бўлган ҳар қандай u учун LTu=0 эканини кўрсатамиз. (5) айниятдан 
LMs=MsL+sMs-1 бўлгани учун 

  (9) 
бўлади: иккинчи йиғиндида t=s-1 белгилаш киритилган, биринчи 

йиғиндининг s=m-1 ҳади Lmu=0 туфайли нолга тенг, қолган ҳадлар эса ўзаро 
қисқаради. Lj u ҳам (4) тенгламани қаноатлантиргани учун hj=1/j!TLju∈ker L 
бўлади ва бу (8) формуланинг ўзидир. Энди тиклаш айниятини 
текширамиз: 

  (10) 
чунки ички йиғинди (1-1)N га тенг ва у фақат N=0 да нолдан фарқли. 

Ягоналикни исботлаш учун Σj<mMjhj=0 ва hj∈ker L деб фараз қиламиз. Бу 
тенгликка Lm-1 ни қўллаб, (6) га кўра (m-1)! hm-1=0 ни оламиз; кейин Lm-2 ни 
қўллаб hm-2=0 ни ва ҳоказо. 

Изоҳ. (8) формуладаги T оператор (4) тенглама ечимлари фазосида ker 
L га проектордир: h∈ker L бўлса, s≥1 да Lsh=0 бўлгани учун Th=h; иккинчи 
томондан, исботда кўрсатилганидек Tu∈ker L. Демак T2=T ва h0=Tu 
компонент u нинг ker L даги «бош қисми» ҳисобланади. 
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Муҳим мисолларни 1-жадвалда умумлаштирамиз. 
1-жадвал 

Вейль жуфтликлари ва уларга мос ёйилмалар 
L M LM-ML (7) ёйилманинг маъноси 

d/dx x I даражаси m дан кичик кўпҳадлар учун Тейлор формуласи 
∂/partialz̄ z ̄ I полианалитик функциялар учун Балк ёйилмаси [4] 

∂/∂ z z I z ̄ бўйича антиголоморф компонентлар орқали ёйилма 

Δ (Лаплас) |x|2 I эмас Вейль жуфтлиги эмас; Альманси ёйилмаси бошқа формула 
билан [2; 3; 6] 

 

Манба: муаллиф томонидан тузилган. 
 
1-натижа. L=∂/partialz̄, M=z̄ бўлганда 1-теоремадан полианалитик 

функциялар учун маълум 

  (11) 
ёйилма келиб чиқади ва hj функциялар (8) формула билан ошкор 
ифодаланади. 

Энди асосий натижага ўтамиз. D⊂ℂ соҳа, r>0 ва u∈ C∞(D×Δr) функция 
қуйидаги шартларни қаноатлантирсин: ҳар бир z∈ D учун u(z,·) функция Δr 
да голоморф ва ∂mu/partialz̄m=0. 

2-теорема (умумлаштирилган Хартогс ёйилмаси). Юқоридаги 
шартларда шундай ajk функциялар мавжудки, улар D да голоморф ва 

  (12) 
тенглик ўринли; бунда голоморф компонентлар бўйича қатор D×Δr нинг 
компакт қисм тўпламларида абсолют ва текис яқинлашади. 

Исбот. Ҳар бир тайинланган w учун 1-теоремани L=∂/partialz̄, M=z ̄ 
жуфтликка қўллаб, u=Σj<mz̄ jHj ёйилмани оламиз, бунда Hj функциялар (8) 
формула билан аниқланади. L ва M операторлар ∂/partialw̄ оператор билан 
коммутация қилгани ва ∂ u/partialw̄=0 бўлгани учун ∂ Hj/partialw̄=0 бўлади. 
Демак, Hj функция z бўйича ҳам, w бўйича ҳам голоморф. Хартогснинг 
алоҳида голоморфлик ҳақидаги теоремасига кўра [1; 14] Hj функция D×Δr да 
биргаликда голоморф. Уни w бўйича классик Хартогс қаторига ёйиб, 
Hj(z,w)=Σk ajk(z)wk ни оламиз; қатор D×Δr нинг компактларида текис 
яқинлашади. Бу ёйилмаларни z̄ j га кўпайтириб қўшсак, (12) ҳосил бўлади. 

Энди яқинлашиш соҳасини тавсифлаймиз. Қуйидаги функцияни 
киритамиз: 

  (13) 
3-теорема (яқинлашиш соҳаси). 2-теорема шартлари бажарилсин. У 

ҳолда: а) v* функция D да субгармоник ёки айнан -∞ га тенг; б) голоморф 
компонентлар бўйича (12) қатор 
  (14) 
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тўпламнинг компакт қисм тўпламларида абсолют ва текис яқинлашади, 
log|w|+v(z)>0 бўлган нуқталарда эса компонентлар қатори узоқлашади; в) 
Gu – псевдоботиқ Хартогс соҳаси; г) u функция Gu га z бўйича m-тартибли 
полианалитик ва w бўйича голоморф функция сифатида ягона усулда давом 
эттирилади; д) Gu шундай хоссага эга бўлган энг катта тўлиқ Хартогс 
соҳасидир. 

Исбот. а) Ҳар бир ajk голоморф бўлгани учун 1/klog|ajk| ва чекли сондаги 
бундай функцияларнинг максимуми субгармоникдир. Hj функцияларга 
K×barΔr' (K⊂ D компакт, r'<r) тўпламда Коши баҳоларини қўлласак, |ajk(z)|≤ 
CKr'-k ни оламиз. Демак, 1/klogmaxj|ajk| кетма-кетлик K да юқоридан текис 
чегараланган ва Хартогс–Лелон леммасига кўра [10; 11] унинг юқори 
лимитининг регуляризацияси v* субгармоникдир. б) Бу тасдиқ maxj ни 
олиш чекли амал бўлгани сабабли ҳар бир компонентга классик Хартогс 
леммасини қўллашдан келиб чиқади: K×barΔρ⊂ Gu компакт учун Хартогс 
леммасига кўра етарлича катта k ларда maxj|ajk(z)|ρk≤ e-ε k бўлади. 
Узоқлашиш эса қатор умумий ҳадининг нолга интилмаслигидан келиб 
чиқади. в) log|w|+v*(z) функция D×ℂ да плюрисубгармоник бўлгани учун 
унинг манфий қийматлар тўплами псевдоботиқдир [10]. г) Ҳар бир Hj нинг 
Хартогс қатори Gu да яқинлашгани учун у голоморф давом эттирилади; tilde 
u=Σjz̄ jtilde Hj изланган давомдир, ягоналиги эса ҳақиқий-аналитик 
функциялар учун ягоналик теоремасидан келиб чиқади. д) Агар барча Hj лар 
{|w|<ρ(z)} соҳага голоморф давом эттирилса, уларнинг Хартогс қаторлари 
бу соҳада яқинлашади, демак ρ≤ e-v*. 

2-натижа. vj(z)=lim supk1/klog|ajk(z)| бўлсин. У ҳолда v*=maxjvj* ва 

  (15) 
Ҳақиқатан, чекли сондаги кетма-кетликлар учун юқори лимит ва 

максимум ўрин алмашади, юқоридан регуляризация эса чекли максимум 
билан коммутация қилади. Шундай қилиб, умумлаштирилган Хартогс 
қаторининг яқинлашиш соҳаси унинг голоморф компонентлари 
яқинлашиш соҳаларининг кесишмасидир. Ушбу натижанинг умумий 
схемаси 1-расмда келтирилган. 

 
 

1-расм. Натижаларнинг мантиқий схемаси 
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1-мисол. D=ℂ ва 

  (16) 
функцияни қараймиз. Бу функция z бўйича иккинчи тартибли 

полианалитик, чунки H0=1/(1-zw) ва H1=1/(2-w) функциялар голоморф. H0 
учун a0k(z)=zk, v0(z)=log|z|; H1 учун a1k=2-k-1, v1≡-log 2. 2-натижага кўра 

  (17) 
Яқинлашиш радиусининг профили 2-расмда, соҳа чегарасининг сирти 

эса 3-расмда тасвирланган. |z|<1/2 бўлганда соҳани H1 компонент, |z|>1/2 
бўлганда эса H0 компонент чегаралайди. 

 
2-расм. Мисолдаги функция учун яқинлашиш радиусининг профили 

 
3-расм. Gu Хартогс соҳаси чегарасининг сирти: |w|=Ru(z) 

2-мисол. Учинчи тартибли u=1/(1-zw)+z̄ ew+z̄2/(3-w) функцияни 
қарасак, a1k=1/k! бўлгани учун v1≡-∞ бўлади ва бу компонент соҳани 
чекламайди. Натижада Gu={|w|<min(1/|z|,3)} ҳосил бўлади. Бу мисол бутун 
функциядан иборат компонентлар яқинлашиш соҳасига таъсир 
қилмаслигини кўрсатади. 

Олинган натижаларни кўп ўлчовли ҳолга ўтказиш мумкин. 
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4-теорема (кўп ўлчовли ҳол). D⊂ℂn соҳа ва u∈ C∞(D×Δr) функция w бўйича 
ҳамда z2,…,zn ўзгарувчилар бўйича голоморф, ∂mu/partialz̄1m=0 бўлсин. У ҳолда 
u=Σj<mz̄1 jHj бўлиб, Hj функциялар D×Δr да голоморф; (13) формула билан 
аниқланган v* функция D да плюрисубгармоник ва (14) кўринишдаги Gu соҳа 
псевдоботиқ Хартогс соҳасидир. 

Исбот. L=∂/partialz̄1, M=z̄1 операторлар Вейль жуфтлигини ҳосил 
қилади ва ∂/partialz̄i (i≥2), ∂/partialw̄ операторлар билан коммутация 
қилади. Шу сабабли 1-теорема бўйича олинган Hj компонентлар барча 
ўзгарувчилар бўйича алоҳида голоморф бўлади ва Хартогс теоремасига 
кўра биргаликда голоморф. Қолган мулоҳазалар 3-теорема исботини 
такрорлайди; бунда бир ўзгарувчили субгармониклик ўрнига 
плюрисубгармониклик ва Хартогс леммасининг кўп ўлчовли шакли 
қўлланилади. 

Шуни таъкидлаш керакки, 4-теоремада полианалитиклик фақат битта 
ўзгарувчи бўйича талаб қилинади. Агар u бир нечта z̄i бўйича полианалитик 
бўлса, коммутацияланувчи Вейль жуфтликлари тизими (∂/partialz̄i,z̄i) учун 
1-теоремани кетма-кет қўллаш орқали кўп индексли ёйилма u=Σ|α|z̄αHα 
ҳосил бўлади; бу ҳолда ҳам яқинлашиш соҳаси компонентлар соҳаларининг 
кесишмаси сифатида аниқланади. 

Олинган натижаларнинг асосий хусусияти – яқинлашиш соҳасининг 
скаляр коэффициентлар орқали эмас, голоморф компонентлар орқали 
аниқланишидир. Бу танловнинг зарурлигини қуйидаги мисол кўрсатади: 
u=(1-z̄)/(1-w) функцияда H0=1/(1-w), H1=-1/(1-w) ва (14) га кўра Gu=ℂ×Δ1. 
Бироқ z=1 нуқтада барча скаляр коэффициентлар ck(1)=0 бўлиб, скаляр 
қатор ихтиёрий w да яқинлашади. Демак, скаляр яқинлашиш тўплами 
«юпқа» тўпламларда соҳадан катта бўлиши мумкин ва у псевдоботиқлик 
каби табиий геометрик хоссаларни сақламайди. 

Голоморф компонентлар бўйича тавсиф эса бу камчиликдан холи: 3-
теоремага кўра Gu ҳар доим псевдоботиқ ва у функциянинг табиий давом 
эттирилиш соҳаси билан устма-уст тушади. Бу эса классик Хартогс 
назариясининг асосий хоссаларини юқори тартибли тенгламалар 
ечимларига ўтказиш имконини беради. 

Иккинчи муҳим жиҳат – 1-теореманинг абстракт характери. Исбот 
фақат (3) Вейль муносабатига таянади ва операторларнинг аниқ 
кўринишидан фойдаланмайди. Шу сабабли натижа ихтиёрий Вейль 
жуфтлиги учун ўринли. Лаплас оператори ва |x|2 га кўпайтириш оператори 
Вейль жуфтлигини ҳосил қилмайди: уларнинг коммутатори 4Σ xi∂/∂ xi+2n 
га тенг. Шунинг учун Альманси теоремаси бу схемага бевосита кирмайди ва 
уни ўхшаш усулда ўрганиш учун коммутаторни ҳисобга олувчи умумлашма 
талаб қилинади; бу масала В.В.Карачикнинг нормаланган системалар усули 
билан боғлиқ [6]. 

Учинчи жиҳат – натижаларнинг кўп ўлчовли ҳолга умумлаштирилиши. 
z∈ D⊂ℂn бўлганда L=∂/partialz̄1 операторини олиб, функциянинг бошқа 
ўзгарувчилар бўйича голоморфлигини талаб қилсак, 2- ва 3-
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теоремаларнинг исботи ўзгаришсиз ўтади; бунда v* функция 
плюрисубгармоник бўлади. Бир нечта z̄i бўйича полианалитик функциялар 
учун эса кўп индексли ёйилма зарур бўлади. 

Ниҳоят, олинган натижалар А.Садуллаев ва С.А.Имомқулов ишларида 
[13] ўрганилган давом эттириш масалалари билан табиий равишда 
боғланади: умумлаштирилган Хартогс қаторининг коэффициентлари 
ҳақидаги маълумот фақат баъзи кесимларда берилганда функцияни давом 
эттириш масаласини плюрисубгармоник ўлчовлар ёрдамида ҳал қилиш 
келгуси тадқиқотларнинг истиқболли йўналиши ҳисобланади. 

2-жадвал 
Классик ва умумлаштирилган Хартогс қаторларининг қиёси 

Хосса Классик Хартогс қатори Умумлаштирилган қатор 
Коэффициентлар голоморф m-тартибли полианалитик 

log|ck| субгармониклиги бор умуман йўқ 
Яқинлашиш соҳаси log|w|+v*<0 log|w|+maxjvj*<0 

Псевдоботиқлик бор [1] бор (3-теорема) 
Давом эттириш голоморф полианалитик-голоморф 

 

Манба: муаллиф томонидан тузилган. 
 

ХУЛОСА 
Мақолада олинган натижаларга кўра, LM – ML = I муносабатини 

қаноатлантирувчи операторлар жуфтлиги учун Lᵐu = 0 тенгламасининг ҳар 
қандай ечими L нинг ядросидан олинган компонентлар орқали ошкор 
формула билан ягона усулда ёйилади. Бу натижа Тейлор формуласи ва 
полианалитик функциялар учун Балк ёйилмасини ягона схемада 
умумлаштиради. 

Шу билан бирга, z бўйича полианалитик ва w бўйича голоморф 
функциялар коэффициентлари полианалитик бўлган умумлаштирилган 
Хартогс қаторларига ёйилиб, улардаги голоморф компонентлар 
биргаликда голоморф функцияларни ташкил этади. Коэффициентлари 
голоморф бўлмаган ҳолатда ҳам, умумлаштирилган Хартогс қаторининг 
яқинлашиш соҳаси псевдоботиқ бўлиб, компонентлар яқинлашиш 
соҳаларининг кесишмасидан иборат бўлади ҳамда голоморф компонентлар 
орқали тўлиқ тавсифланади. Яқинлашишни скаляр коэффициентлар 
орқали тавсифлаш юпқа тўпламларда нотўғри натижа бериши мумкинлиги 
сабабли, компонентлар бўйича тавсифлаш табиий ва ягона тўғри ёндашув 
ҳисобланади. 
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